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Поставлена и решена контактная начально-краевая задача математической фи-
зики о моделировании селективного водозаборного процесса в двухслойном страти-
фицированном водоеме при условии, что из него вода забирается через две трубы,
подведенные к разным слоям и расположенные одна над другой. Задача решена
аналитически методом двукратных тригонометрических рядов Фурье с привлече-
нием интегрального преобразования Лапласа и методов операционного исчисления
для нахождения оригиналов по вычисленным изображениям. Получена совокуп-
ность расчетных формул для вычисления поверхности раздела слоев в процессе
водозабора через обе трубы. Верхняя труба предназначена для обеспечения се-
лективности водозабора через нижнюю трубу, чтобы он проходил исключительно
из нижнего придонного холодного слоя водоема. В результате включения верхней
вспомогательной трубы разность средних скоростей в слоях воды резко уменьша-
ется и расширяется промежуток вариации числа Ричардсона, в котором выполня-
ется критериальное условие устойчивости течения разноплотностных слоев воды.
Забираемая вода используется для нужд охлаждения тепловыделяющих элемен-
тов различных промышленных предприятий, в том числе тепловых и атомных
электростанций.
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Введение

Для охлаждения и отвода излишнего тепла от высокотемпературных тепловыделяющих
элементов различных производственных предприятий, в том числе тепловых и атомных
электростанций, в летнее время необходима подача охлаждающей воды к упомянутым
элементам из глубинного холодного слоя стратифицированного водоема — источника
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водоснабжения. Однако даже при весьма низких скоростях забора воды водозаборная
труба захватывает воду не только из глубинного слоя, но и из всей толщи водоема.
В связи с этим необходимо подобрать параметры водозаборного процесса таким обра-
зом, чтобы вода из других слоев не затекала в водозаборную трубу. Забор воды должен
происходить только из такого слоя, где мутность и температура воды соответствуют
нормам технического водоснабжения. Такой способ забора воды называется селектив-
ным.

При математическом моделировании и дальнейшем проектировании селективно-
го водозаборного процесса в двухслойном стратифицированном водоеме прежде всего
необходимо определить критические положение поверхности раздела слоев и значение
скорости забора воды через трубу.

При заборе воды из нижнего слоя, как это показано на рис. 1, а, предельное положе-
ние поверхности раздела, при котором она опускается до верхней кромки водозаборной
трубы, называется верхним критическим положением, а соответствующее значение ско-
рости забора воды через трубу — критической скоростью. При заборе воды из верхнего
слоя (рис. 1, б ) предельное положение поверхности раздела, при котором она поднима-
ется до нижней кромки водозаборной трубы, называется нижним критическим поло-
жением, а соответствующее значение скорости забора воды через трубу — критической
скоростью.

В справочных литературных источниках, а также в строительных нормах и прави-
лах [1–4] для проектирования и математических расчетов вышеуказанных двух схем
внутренних водозаборных устройств рекомендуется пользоваться следующими двумя
упрощенными эмпирическими формулами, полученными в основном опытными иссле-
дованиями.

Для определения верхнего критического положения поверхности раздела слоев и вы-
числения соответствующей критической скорости рекомендуется формула Харлемана

𝑉кр = 2.05

(︂
𝐻2

𝑑

)︂2√︂
𝑔𝐻2

𝜌2 − 𝜌1
𝜌1

,

а б

Рис. 1. Расчетные схемы для эмпирических формул Харлемана (а) и Давидиана –Гловера (б )
Fig. 1. Calculation schemes for the empirical formulas of D. Harleman (а) and Davidian –Glover (б )
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где 𝐻2 — толщина нижнего слоя; 𝑑 — диаметр трубы; 𝜌1, 𝜌2 — плотность воды в верхнем
и нижнем слоях соответственно [1–4] (рис. 1, а). Эта формула пригодна только для
случая, когда труба расположена заподлицо с дном водоема.

Для определения нижнего критического положения поверхности раздела слоев и вы-
числения соответствующей критической скорости рекомендуется формула Давидиана –
Гловера [1–4]:

𝑉кр = 5.67

(︂
ℎ

𝑑

)︂2√︂
𝑔𝑑
𝜌2 − 𝜌1
𝜌1

,

где ℎ — расстояние от поверхности раздела слоев до нижней кромки водозаборной
трубы (рис. 1, б ); остальные величины — те же, что и в формуле Харлемана.

Для обеспечения устойчивого селективного водозаборного процесса помимо крити-
ческой скорости необходимо соблюдать условия, при которых не нарушаются разно-
плотностные течения двухслойного потока воды вблизи отверстия водозаборной трубы.
Известно, что условия возможности существования разноплотностного течения опреде-
ляются по критерию устойчивости Ричардсона или плотностному числу Фруда. В ре-
зультате теоретических исследований доказано, что разноплотностное течение воды на-
рушается, как только число Ричардсона становится меньше критического [1, 2]:

R𝑖 =
𝜌2 − 𝜌1
𝜌1

𝑔𝐻

𝑣22 − 𝑣21
< R𝑖кр ,

где 𝑣1 и 𝑣2 — скорость течения воды в верхнем и нижем слоях соответственно;
𝐻 = 𝐻1 + 𝐻2 — общая глубина (толщина) потока воды. Диапазон вариации крити-
ческого числа Ричардсона R𝑖кр ∈ (0.1; 2).

В настоящей статье предложен новый способ забора воды из двухслойного страти-
фицированного водоема. Способ позволяет забирать воду из нижнего холодного слоя
с расходом и скоростью, существенно превосходящими критические значения, вычис-
ленные по вышеприведенным формулам Харлемана и Давидиана –Гловера. Суть спо-
соба заключается в следующем. Над основной водозаборной трубой к верхнему слою
на некотором расстоянии от поверхности раздела слоев подводится вспомогательная

Рис. 2. Расчетная схема начально-краевой задачи селективного водозаборного процесса через
две трубы
Fig. 2. Calculation scheme for the initial boundary value problem of the selective water intake
process through two pipes
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труба, через которую забирается вода из верхнего слоя, как это показано на рис. 2.
По мере увеличения расхода либо скорости забора воды через вспомогательную трубу
опущенная вниз искривленная поверхность раздела слоев выпрямляется и при неко-
тором определенном значении расхода (скорости) через вспомогательную трубу она
становится практически первоначальной горизонтальной поверхностью. Одновременно
значения скорости и расхода забираемой воды через нижнюю основную трубу можно
увеличивать выше критических значений.

В статье приведена математическая модель предложенного селективного способа
забора воды из нижнего слоя стратифицированного водоема. Модель представляет
контактную начально-краевую задачу математической физики. В результате анали-
тического решения поставленной задачи получена совокупность расчетных формул, на
основании которых с привлечением современных средств компьютерных технологий
доказано следующее утверждение.

Утверждение. Предложенный способ забора воды с использованием верхней вспо-
могательной трубы позволяет существенно увеличивать скорость и расход забираемой
воды из придонного холодного слоя, не нарушая селективности водозаборного процесса
и одновременно двухслойного разноплотностного потока воды.

1. Постановка задачи при заборе воды из внутреннего

пространства водоема двумя водозаборными трубами

В прямоугольной системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 часть пространства, ограниченная условия-
ми −𝐿 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, −𝐿 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿, −𝐻2 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻1, занята двухслойной идеальной несжимае-
мой жидкостью, представляющей собой стратифицированный водоем. Приняты следу-
ющие обозначения: 2𝐿 — длина, 2𝐿 — ширина, 𝐻1 — толщина верхнего слоя воды, 𝐻2 —
толщина нижнего слоя, 𝜌1 и 𝜌2 — плотность верхнего и нижнего слоев. Вода из слоев за-
бирается двумя трубами, как это показано на рис. 2. Нижняя труба предназначена для
забора воды из нижнего холодного слоя для нужд охлаждения высокотемпературных
тепловыделяющих элементов некоторого промышленного предприятия. Верхняя вспо-
могательная труба — для сдерживания поверхности раздела слоев в первоначальном
горизонтальном положении с тем расчетом, чтобы не нарушался селективный водо-
заборный процесс из придонного слоя водоема (т. е. чтобы вода из верхнего слоя не
затекала в нижнюю трубу). Ниже будет доказано утверждение о том, что поставленная
цель достигается путем вариации расхода воды через верхнюю вспомогательную трубу
в рамках линейной безвихревой теории поверхностных и внутренних волн.

Математическая модель вышеописанного гидродинамического процесса представля-
ет контактную начально-краевую задачу математической физики [5–14], которая имеет
следующий вид:

∆𝜙1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = −𝑞1𝑓(𝑥, 𝑦)
4𝑎𝑏𝜀

𝑓1(𝑧) при 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐻1, (1)

∆𝜙2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = −𝑞2𝑓(𝑥, 𝑦)
4𝑎𝑏𝜀

𝑓2(𝑧) при −𝐻2 ≤ 𝑧 ≤ 0, (2)

𝜙1 = 𝜙2 =
𝜕𝜙1

𝜕𝑡
=
𝜕𝜙2

𝜕𝑡
при 𝑡 = 0, (3)
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𝜕𝜙1

𝜕𝑥
=
𝜕𝜙2

𝜕𝑥
= 𝑈 при 𝑥 = −𝐿, 𝜕𝜙1

𝜕𝑥
=
𝜕𝜙2

𝜕𝑥
= −𝑈 при 𝑥 = 𝐿,

𝜕𝜙1

𝜕𝑦
=
𝜕𝜙2

𝜕𝑦
= 𝑈 при 𝑦 = −𝐿, 𝜕𝜙1

𝜕𝑦
=
𝜕𝜙2

𝜕𝑦
= −𝑈 при 𝑦 = 𝐿,

𝑈 =
𝜌1𝑞1 + 𝜌2𝑞2

8𝐿(𝜌1𝐻1 + 𝜌2𝐻2)
,

𝜕2𝜙1

𝜕𝑡2
+ 𝑔

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
= 0 при 𝑧 = 𝐻1,

𝜕𝜙1

𝜕𝑧
=
𝜕𝜙2

𝜕𝑧
при 𝑧 = 0,

(4)

𝜌1

(︂
𝜕2𝜙1

𝜕𝑡2
+ 𝑔

𝜕𝜙1

𝜕𝑧

)︂
= 𝜌2

(︂
𝜕2𝜙2

𝜕𝑡2
+ 𝑔

𝜕𝜙2

𝜕𝑧

)︂
при 𝑧 = 0,

𝜕𝜙2

𝜕𝑧
= 0 при 𝑧 = −𝐻2. (5)

Здесь 𝜙1 и 𝜙2 — потенциалы скоростей в верхнем и нижнем слоях соответственно;
(𝑥, 𝑦, 𝑧) — пространственные координаты; 𝑡 — время; 𝑞1 и 𝑞2 — расход забираемых вод
через верхнюю и нижнюю трубы соответственно; ∆ — дифференциальный оператор
Лапласа по пространственным координатам (𝑥, 𝑦, 𝑧); 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧) — вспомога-
тельные функции, имеющие вид

𝑓(𝑥, 𝑦) =

{︃
1 при (𝑥, 𝑦) ∈ [−𝑎; 𝑎]× [−𝑏; 𝑏],
0 при (𝑥, 𝑦) ̸∈ [−𝑎; 𝑎]× [−𝑏; 𝑏],

𝑓1(𝑧) =

{︃
1 при 𝑧 ∈ [𝑧1 − 𝜀; 𝑧1],

0 при 𝑧 ̸∈ [𝑧1 − 𝜀; 𝑧1],

𝑓2(𝑧) =

{︃
1 при 𝑧 ∈ [−𝑧2;−𝑧2 + 𝜀],

0 при 𝑧 ̸∈ [−𝑧2;−𝑧2 + 𝜀].

(6)

Очевидно, что процесс затекания воды в водозаборные трубы в начально-краевой
задаче смоделирован в виде стоков, непрерывно распределенных в прямоугольных па-
раллелепипедах, примыкающих к поперечным сечениям труб. Размеры горизонталь-
ных сторон параллелепипедов обозначены через 2𝑎 и 2𝑏. Высоты обоих параллелепи-
педов считаются равными малыми величинами и обозначены через 𝜀. В связи с тем,
что диаметры водозаборных труб на несколько порядков меньше, чем протяженность
водоема 𝐿, влиянием наружных поверхностей труб на распределение поля скоростей
пренебрегается.

В составленной начально-краевой задаче принято предположение о том, что попе-
речные живые сечения труб считаются прямоугольниками со сторонами 2𝑎 и 2𝑏. Если
живые сечения труб представляют собой круги с диаметром 𝑑, то величины 𝑎 и 𝑏 под-
бираются с учетом равенства площадей живых сечений 4𝑎𝑏 = 𝜋𝑑2/4.

Поставленные неоднородные граничные условия (4) на поверхностях 𝑥 = 𝐿 и 𝑦 = 𝐿
удовлетворяют балансовому соотношению, т. е. объем и масса забираемой через трубы
воды в единицу времени равна объему и массе затекающей в водоем воды через ее
наружные условные границы.

При известных потенциалах 𝜙1 и 𝜙2 уравнение поверхности раздела слоев вычисля-
ется по формуле [9, 11, 13]

𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝜌1

(𝜌2 − 𝜌1)𝑔

𝜕𝜙1

𝜕𝑡
− 𝜌2

(𝜌2 − 𝜌1)𝑔

𝜕𝜙2

𝜕𝑡
при 𝑧 = 0. (7)
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2. Решение задачи

Отметим, что исходная начально-краевая задача (1)–(5) поставлена симметрично отно-
сительно координатных плоскостей 𝑥 = 0 и 𝑦 = 0. Искомые потенциалы и уравнение
волновой поверхности раздела слоев воды будут четными функциями относительно
переменных 𝑥 и 𝑦. В связи с этим перед решением сделан переход от исходного прямо-
угольника (𝑥, 𝑦) ∈ [−𝐿;𝐿]× [−𝐿;𝐿] к его первому квадранту, т. е. к (𝑥, 𝑦) ∈ [0;𝐿]× [0;𝐿].

Приступая к решению поставленной начально-краевой задачи (1)–(7), необходимо
применить подстановку

𝜙𝑖 = 𝜓𝑖 −
𝜌1𝑞1 + 𝜌2𝑞2

8𝐿(𝜌1𝐻1 + 𝜌2𝐻2)

𝑥2 + 𝑦2

2𝐿
, 𝑖 = 1, 2 при 𝑡 > 0,

𝜙𝑖 = 𝜓𝑖, 𝑖 = 1, 2 при 𝑡 = 0,

затем выполнить интегральное преобразование Лапласа по времени 𝑡 [12, 13].

В результате таких преобразований контактная начально-краевая задача (1)–(7)
приводится к следующей контактной краевой задаче относительно новых искомых функ-
ций ̃︀𝜓1 и ̃︀𝜓2:

∆ ̃︀𝜓1 = −𝑞1𝑓(𝑥, 𝑦)
4𝑎𝑏𝜀𝑃

𝑓1(𝑧) +
𝜌1𝑞1 + 𝜌2𝑞2

4𝐿2(𝜌1𝐻1 + 𝜌2𝐻2)𝑃
,

∆ ̃︀𝜓2 = −𝑞2𝑓(𝑥, 𝑦)
4𝑎𝑏𝜀𝑃

𝑓2(𝑧) +
𝜌1𝑞1 + 𝜌2𝑞2

4𝐿2(𝜌1𝐻1 + 𝜌2𝐻2)𝑃
,

𝜕 ̃︀𝜓1

𝜕𝑥
=
𝜕 ̃︀𝜓2

𝜕𝑥
= 0 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝐿,

𝜕 ̃︀𝜓1

𝜕𝑦
=
𝜕 ̃︀𝜓2

𝜕𝑦
= 0 при 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝐿,

𝑃 2 ̃︀𝜓1 + 𝑔
𝜕 ̃︀𝜓1

𝜕𝑧
= 0 при 𝑧 = 𝐻1,

𝜕 ̃︀𝜓1

𝜕𝑧
=
𝜕 ̃︀𝜓2

𝜕𝑧
при 𝑧 = 0,

𝜌1

(︃
𝑃 2 ̃︀𝜓1 + 𝑔

𝜕 ̃︀𝜓1

𝜕𝑧

)︃
= 𝜌2

(︃
𝑃 2 ̃︀𝜓2 + 𝑔

𝜕 ̃︀𝜓2

𝜕𝑧

)︃
при 𝑧 = 0,

𝜕 ̃︀𝜓2

𝜕𝑧
= 0 при 𝑧 = −𝐻2,

где 𝑃 — параметр преобразования Лапласа.

Неизвестные функции ̃︀𝜓1 и ̃︀𝜓2 ищутся в виде двукратных тригонометрических рядов
Фурье по пространственным координатам 𝑥 и 𝑦:

̃︀𝜓𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑃 ) =
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑛=0

̃︀𝜓𝑖,𝑛,𝑚(𝑧, 𝑃 ) cos
𝑛𝜋

𝐿
𝑥 cos

𝑚𝜋

𝐿
𝑦, 𝑖 = 1, 2.

Согласно методу Фурье –Лапласа для неизвестных функций ̃︀𝜓𝑖 получится следую-
щая контактная краевая задача для двух обыкновенных дифференциальных уравнений
второго порядка:

𝑑2 ̃︀𝜓𝑖,𝑛,𝑚

𝑑𝑧2
− 𝜆2𝑛,𝑚

̃︀𝜓𝑖,𝑛,𝑚 = −𝑞𝑖𝛼𝑛,𝑚

4𝑎𝑏𝜀𝑃
𝑓𝑖(𝑧) +

(𝜌1𝑞1 + 𝜌2𝑞2)𝛽𝑛,𝑚
4𝐿2(𝜌1𝐻1 + 𝜌2𝐻2)𝑃

, 𝑖 = 1, 2, (8)
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𝑃 2 ̃︀𝜓1,𝑛,𝑚 + 𝑔
𝑑 ̃︀𝜓1,𝑛,𝑚

𝑑𝑧
= 0 при 𝑧 = 𝐻1,

𝜌1

(︃
𝑃 2 ̃︀𝜓1,𝑛,𝑚 + 𝑔

𝑑 ̃︀𝜓1,𝑛,𝑚

𝑑𝑧

)︃
= 𝜌2

(︃
𝑃 2 ̃︀𝜓2,𝑛,𝑚 + 𝑔

𝑑 ̃︀𝜓2,𝑛,𝑚

𝑑𝑧

)︃
при 𝑧 = 0,

𝑑 ̃︀𝜓1,𝑛,𝑚

𝑑𝑧
=
𝑑 ̃︀𝜓2,𝑛,𝑚

𝑑𝑧
при 𝑧 = 0,

𝑑 ̃︀𝜓2,𝑛,𝑚

𝑑𝑧
= 0 при 𝑧 = −𝐻2,

𝛼𝑛,𝑚 =
4

𝐿2

sin 𝑎𝑛𝑎

𝑎𝑛

sin 𝑎𝑚𝑏

𝑎𝑚
, 𝑛,𝑚 = 1, 2, . . . ,

𝛼𝑛,0 =
2𝑏

𝐿2

sin 𝑎𝑛𝑎

𝑎𝑛
, 𝛼0,𝑚 =

2𝑎

𝐿2

sin 𝑎𝑚𝑏

𝑎𝑚
, 𝛼0,0 =

𝑎𝑏

𝐿2
, 𝑎𝑛 =

𝑛𝜋

𝐿
, 𝑎𝑚 =

𝑚𝜋

𝐿
,

𝜆 = 𝜆𝑛,𝑚 =
√︀
𝑎2𝑛 + 𝑎2𝑚, 𝛽𝑛,𝑚 = 0 при 𝑛+𝑚 > 0, 𝛽0,0 = 1.

(9)

Общие решения дифференциальных уравнений (8) имеют вид

̃︀𝜓1,𝑛,𝑚(𝑧) = 𝑐1sh𝜆𝑛,𝑚𝑧 + 𝑐2ch𝜆𝑛,𝑚𝑧 −
𝑞1𝛼𝑛,𝑚

4𝑎𝑏𝜀𝑃

1

𝜆𝑛,𝑚

𝑧∫︁
0

𝑓1(𝜉)sh𝜆𝑛,𝑚(𝑧 − 𝜉)𝑑𝜉,

̃︀𝜓2,𝑛,𝑚(𝑧) = 𝑐3sh𝜆𝑛,𝑚𝑧 + 𝑐4ch𝜆𝑛,𝑚𝑧 −
𝑞2𝛼𝑛,𝑚

4𝑎𝑏𝜀𝑃

1

𝜆𝑛,𝑚

𝑧∫︁
0

𝑓2(𝜉)sh𝜆𝑛,𝑚(𝑧 − 𝜉)𝑑𝜉.

В процессе удовлетворения граничным условиям (9) для определения неизвестных
𝑐𝑗, 𝑗 = 1; 4, запишем линейную систему алгебраических уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆1𝑐1 + 𝑆2𝑐2 = 𝑃 2𝑅1 + 𝑔𝜆𝑅2,

𝑆3𝑐1 − 𝑆4𝑐2 = 𝑃 2𝑅3,

𝑐3 = 𝑐1,

𝑐4 =
𝜌1
𝜌2
𝑐2 −

𝜌2 − 𝜌1
𝜌2𝑃 2

𝑔𝜆𝑐1,

𝑆1 = 𝑃 2sh𝜆𝐻1 + 𝑔𝜆ch𝜆𝐻1, 𝑆2 = 𝑃 2ch𝜆𝐻1 + 𝑔𝜆sh𝜆𝐻1,

𝑆3 = 𝜌2𝑃
2ch𝜆𝐻2 + (𝜌2 − 𝜌1)𝑔𝜆sh𝜆𝐻2, 𝑆4 = 𝜌1𝑃

2sh𝜆𝐻2,̃︀𝑅1 =
𝑞1𝛼𝑛,𝑚

4𝑎𝑏𝜀𝑃

ch𝜆(𝐻1 − 𝑧1 + 𝜀)− ch𝜆(𝐻1 − 𝑧1)

𝜆2
,

̃︀𝑅2 =
𝑞1𝛼𝑛,𝑚

4𝑎𝑏𝜀𝑃

sh𝜆(𝐻1 − 𝑧1 + 𝜀)− sh𝜆(𝐻1 − 𝑧1)

𝜆2
,

̃︀𝑅3 =
𝑞2𝛼𝑛,𝑚

4𝑎𝑏𝜀𝑃

sh𝜆(𝐻2 − 𝑧2)− sh𝜆(𝐻2 − 𝑧2 + 𝜀)

𝜆2
,

где 𝜆 = 𝜆𝑛,𝑚.
В результате применения интегрального преобразования Лапласа и разложения

функции ̃︀𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) в двукратные ряды Фурье для коэффициентов ̃︀𝜂𝑛,𝑚 получается вы-

ражение ̃︀𝜂𝑛,𝑚 =
𝜆

𝑃
𝑐1.

Дальнейший путь завершения решения поставленной начально-краевой задачи ста-
новится очевидным. Обратным ходом после определения оригиналов от изображения
по Лапласу для вычисления процесса колебания поверхности раздела слоев получается
совокупность расчетных формул
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𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑚=0

𝜂𝑛,𝑚(𝑡) cos 𝑎𝑛𝑥 cos 𝑎𝑚𝑦,

𝜂𝑛,𝑚(𝑡) =
𝜆

𝑑𝑛,𝑚(𝜔2
1 − 𝜔2

2)

[︂
𝐾1(𝜔1 sin𝜔1𝑡− 𝜔2 sin𝜔2𝑡) + 𝑔𝜆𝐾2

(︂
sin𝜔2𝑡

𝜔2

− sin𝜔1𝑡

𝜔1

)︂]︂
,

𝜆 =
√︀
𝑎2𝑛 + 𝑎2𝑚, 𝑎𝑛 =

𝑛𝜋

𝐿
, 𝑎𝑚 =

𝑚𝜋

𝐿
, 𝑑𝑛,𝑚 = 1 +

𝜌1
𝜌2

th𝜆𝐻1th𝜆𝐻2,

𝐾1 =
𝜌1
𝜌2

th𝜆𝐻2
𝑅1

ch𝜆𝐻1

+
𝑅3

ch𝜆𝐻2

, 𝐾2 =
𝑅3th𝜆𝐻1

ch𝜆𝐻2

+
𝜌1𝑅2th𝜆𝐻2

𝜌2ch𝜆𝐻1

,

𝜔1 =

√︃
𝑔𝜆
𝛾1 −

√︀
𝛾21 − 4𝛾2
2

, 𝜔2 =

√︃
𝑔𝜆
𝛾1 +

√︀
𝛾21 − 4𝛾2
2

,

𝛾1 =
th𝜆𝐻1 + th𝜆𝐻2

𝑑𝑛,𝑚
, 𝛾2 =

(︂
1− 𝜌1

𝜌2

)︂
th𝜆𝐻1 · th𝜆𝐻2

𝑑𝑛,𝑚
, 𝜂0,0(𝑡) = 0,

𝑅𝑘 = 𝑃 ̃︀𝑅1, 𝑘 = 1; 3.

(10)

3. Программная реализация расчетных формул и управление

селективным водозаборным процессом

Проведено компьютерное моделирование возмущенной поверхности раздела слоев воды
по совокупности расчетных формул (10). Рассмотрен частный случай, когда ширина
фиктивных параллелепипедов равна ширине водоема, т. е. 𝑏 = 𝐿. При этом постав-
ленная трехмерная пространственная задача вырождается в вертикально двумерную
задачу. Соответствующая совокупность расчетных формул существенно сокращается
и принимает вид

𝜂(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛(𝐾1,𝑛Φ1,𝑛 + 𝑔𝑎𝑛𝐾2,𝑛Φ2,𝑛)

𝑑𝑛(𝜔2
1,𝑛 − 𝜔2

2,𝑛)
cos 𝑎𝑛𝑥,

𝛼𝑛 =
2

𝐿

sin 𝑎𝑛𝑎

𝑎𝑛
, 𝑑𝑛 = 1 +

𝜌1
𝜌2

th 𝑎𝑛𝐻1th 𝑎𝑛𝐻2, 𝑎𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿
,

𝐾1,𝑛 =
𝜌1
𝜌2

th 𝑎𝑛𝐻2
𝑆1,𝑛

𝑆4,𝑛

𝑞1
4𝑎

− 𝑆3,𝑛

𝑆5,𝑛

𝑞2
4𝑎
, 𝐾2,𝑛 =

𝜌1
𝜌2

th 𝑎𝑛𝐻2
𝑆2,𝑛

𝑆4,𝑛

𝑞1
4𝑎

− th 𝑎𝑛𝐻1
𝑆3,𝑛

𝑆5,𝑛

𝑞2
4𝑎
,

𝑆1,𝑛 = 𝑒−𝑎𝑛𝑧1 − 𝑒−𝑎𝑛(2𝐻1−𝑧1), 𝑆2,𝑛 = 𝑒−𝑎𝑛𝑧1 + 𝑒−𝑎𝑛(2𝐻1−𝑧1),

𝑆3,𝑛 = 𝑒−𝑎𝑛𝑧2 + 𝑒−𝑎𝑛(2𝐻2−𝑧2), 𝑆4,𝑛 = 1 + 𝑒−2𝑎𝑛𝐻1 , 𝑆5,𝑛 = 1 + 𝑒−2𝑎𝑛𝐻2 ,

𝛾1,𝑛 =
th 𝑎𝑛𝐻1 + th 𝑎𝑛𝐻2

𝑑𝑛
, 𝛾2,𝑛 =

(︂
1− 𝜌1

𝜌2

)︂
th 𝑎𝑛𝐻1 · th 𝑎𝑛𝐻2

𝑑𝑛
,

𝜔1,𝑛 =

⎯⎸⎸⎷
𝑔𝑎𝑛

𝛾1,𝑛 −
√︁
𝛾21,𝑛 − 4𝛾2,𝑛

2
, 𝜔2,𝑛 =

⎯⎸⎸⎷
𝑔𝑎𝑛

𝛾1,𝑛 +
√︁
𝛾21,𝑛 − 4𝛾2,𝑛

2
,

Φ1,𝑛(𝑡) = 𝜔1,𝑛 sin𝜔1,𝑛𝑡− 𝜔2,𝑛 sin𝜔2,𝑛𝑡, Φ2,𝑛(𝑡) =
sin𝜔2,𝑛𝑡

𝜔2,𝑛

− sin𝜔1,𝑛𝑡

𝜔1,𝑛

.

(11)

Гиперболические тангенсы целесообразно вычислять по следующим формулам:

th 𝑎𝑛𝐻1 =
1− 𝑒−2𝑎𝑛𝐻1

1 + 𝑒−2𝑎𝑛𝐻1
, th 𝑎𝑛𝐻2 =

1− 𝑒−2𝑎𝑛𝐻2

1 + 𝑒−2𝑎𝑛𝐻2
.
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Вычислительные процедуры на компьютере проводятся в такой последовательности:
1) вводятся входные параметры водоема и водозаборных труб в соответствии с рис. 2;
2) открывается цикл по времени 𝑡 с выбираемым шагом ∆𝑡 (обычно ∆𝑡 = 1 с);
3) открывается цикл по натуральному номеру 𝑛;
4) по совокупности формул (11) вычисляется положение поверхности раздела слоев

у водозаборных труб в каждый момент времени 𝜂(0, 𝑡).

Количество членов в бесконечном тригонометрическом ряде для достижения доста-
точной сходимости определяется в результате компьютерных вычислительных экспе-
риментов. Для данной задачи достаточно 10 000 членов.

В качестве тестового примера на рис. 3 представлены графики зависимости 𝜂(0, 𝑡)
от времени 𝑡 и расхода 𝑞1. Входным параметрам присвоены числовые значения: полу-
длина водоема 𝐿 = 1000 м; толщина слоев воды 𝐻1 = 𝐻2 = 5 м; полудлина фиктивного
параллелепипеда 𝑎 = 0.5 м; плотность воды в верхнем и нижнем слоях 𝜌1 = 998 кг/м3

и 𝜌2 = 1000 кг/м3 соответственно; расстояния от поверхности раздела слоев до водоза-
борных труб 𝑧1 = 𝑧2 = 0.5 м; расход воды, забираемой через нижнюю основную трубу
𝑞2 = 0.5 м3/с. В качестве управляющего параметра водозаборным процессом выбран
расход воды через верхнюю вспомогательную трубу 𝑞1. Этот параметр варьировался
от 0 до 0.7 м3/с с шагом ∆𝑞1 = 0.1 м3/с.

Как видно из графиков на рис. 3, при закрытой верхней трубе, когда 𝑞1 = 0, по-
верхность раздела слоев опустилась более чем на 0.9 м. Критическое значение 𝜂(0, 𝑡)
в данном примере составляет 0.5 м. Следовательно, нарушается селективность водо-
заборного процесса из нижнего слоя. При включении верхней трубы и постепенном
увеличении расхода 𝑞1 поверхность раздела слоев выпрямляется и при 𝑞1 = 0.5 м3/с
становится практически горизонтальной. При дальнейшем увеличении расхода воды 𝑞1
поверхность раздела поднимается наверх к вспомогательной трубе.

Отсюда можно сделать заключение: путем вариации параметра 𝑞1 можно управ-
лять водозаборным процессом и добиться его селективности, т. е. того, что в нижнюю

Рис. 3. Графики зависимости положения поверхности раздела слоев воды у водозаборных труб
от времени и расхода воды, забираемой через верхнюю трубу, при 𝑞1 = 0, 0.1, . . . , 0.7 м3/с
(кривые 1–8 соответственно)
Fig. 3. Graphs of the dependence of the position of the water interface of the layers at the intake
pipes versus time and versus the flow rate taken through the upper pipe for 𝑞1 = 0, 0.1, . . . , 0.7 m3/s
(curves 1–8 respectively)



42 И.Д. Музаев, К.С. Харебов, Н.И. Музаев

основную трубу вода поступает исключительно из нижнего слоя водоема. Кроме того,
в результате включения верхней вспомогательной трубы разность средних скоростей
в слоях воды резко уменьшается и тем самым промежуток вариации числа Ричардсона,
в котором выполняется критериальное условие устойчивости течения разноплотност-
ных слоев воды, резко расширяется.

Заключение

Поставлена и решена контактная начально-краевая задача, моделирующая селектив-
ный водозаборный процесс в двухслойном стратифицированном водоеме, когда из него
вода забирается через две трубы, установленных одна над другой в разных слоях
водоема.

По полученной совокупности расчетных формул с привлечением компьютерных вы-
числительных ресурсов доказано, что путем вариации расхода (скорости) воды, заби-
раемой через верхнюю трубу, можно регулировать водозаборный процесс и обеспечить
его селективность, т. е. вода в нижнюю трубу будет поступать исключительно из ниж-
него придонного слоя. Забираемая вода используется для нужд охлаждения тепловы-
деляющих элементов различных промышленных предприятий, в том числе тепловых
и атомных электростанций.
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Abstract

The purpose of the paper is to formulate and solve a contact initial boundary value problem of
mathematical physics which models a selective water intake process in a two-layer stratified reservoir,
provided that water is taken from it through two pipes connected to different layers and located
one above another. The problem is solved analytically by the method of two-fold trigonometric
Fourier series involving the integral Laplace transform and operational calculus methods for finding
originals from computed images. A set of formulas for calculating the interface of layers in the
process of water intake through both pipes is obtained. In addition to the geometric dimensions of
the reservoir and intake pipes, the thicknesses and densities of water in the layers, they contain the
flow rate (speeds) of the water taken through the lower main pipe and the upper auxiliary pipe. The
upper pipe is designed to provide selective water intake through the lower pipe — so that the water
intake passes exclusively from the lower bottom cold layer of the reservoir. In addition, as a result
of the inclusion of the upper auxiliary pipe, the difference in average velocities in the water layers
decreases sharply and thereby the interval of variation of the Richardson number sharply expands,
in which the criterion condition for the stability of the flow of different density layers of water is
fulfilled. The collected water is used for the needs of cooling the fuel elements of various industrial
enterprises, including thermal and nuclear power plants.

Keywords: initial boundary value problem, stratified reservoir, selective water intake process,
the critical value of the speed and flow rate of the water taken, the integral Laplace transform, the
image and the original of the function, the Richardson number.
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